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１．はじめに 

建築物の耐震安全性向上のために、制振構造が数多くの採用さ

れている。耐震安全性の確認には、一般に時刻歴応答解析が行わ

れる。時刻歴応答解析では、限られた地震動での検証となるため、

必ずしも想定した地震動レベルに対する応答性能を普遍的に保証

するものではない。このため、固有モードに基づく応答値の確認

などで、応答結果を補完検証しておくことが有効である。 

粘性減衰を設置した建物のモード解析では、減衰マトリクスが

剛性マトリクスや質量マトリクスに比例するような場合、モード

解析の結果が実数の範囲で直交化が可能であり、汎用の解析ソフ

トが豊富に用意され、比較的容易に扱える状況にある。一方、減

衰分布が剛性分布や質量分布に比例しないような非比例減衰の場

合、固有値や固有モードが複素数となり、複素固有値解析により

算出する必要があり、解析ソフトも一般的といい難く困難を伴う。 

「建築物の構造関係技術基準解説書」では無減衰の固有値解析

について、簡易な演算方法として Stodola 法や Holzer 法が言及さ

れている。本報告では、せん断モデルを対象として、複素固有値

解析における簡易な演算方法を目的として、Holzer 法を用いた実

数計算での複素固有値、複素固有ベクトルの算出を試みる。 

２．複素固有値問題 ݊質点のせん断モデルを考え݆層の質量、せん断剛性、減衰定数

を ௝݉、 ௝݇、 ௝ܿとし、質量マトリクスをۻ、剛性マトリクスを۹、減

衰マトリクスを۱、ݏ次の固有値をߣ(௦)、固有モードベクトルをܝ(௦)
とすると、複素固有値問題は(1)式のようになる。 

(௦)ܝۻଶ(௦)ߣ−   + (௦)ܝ۱(௦)ߣ + (௦)ܝ۹ = ૙ (1)ߣ(௦)とܝ(௦)は一般に複素数となる。固有値ߣ(௦)は、固有円振動数߱(௦)、
減衰定数ℎ(௦)(本報告ではℎ(௦) ≦ 1とする)、虚数単位݅を用いて次式

のように表される。 

(௦)ߣ  = (௦)ߦ + (2) ݅(௦)ߟ

(௦)ߦ	  = −ℎ(௦)߱(௦)、ߟ(௦) = ߱(௦)ට1 − ℎ(௦)ଶ (3)

モードベクトル成分をݑ௝(௦)として(1)式を各層に関して示す。 1層: ߣ(௦)ଶ݉ଵݑଵ(௦) + ଵ(௦)ݑଵܿ(௦)ߣ − ଵ(௦)ݑଵ(௦)൯ +݇ଵݑ−ଶ(௦)ݑଶ൫ܿ(௦)ߣ − ݇ଶ൫ݑଶ(௦)−ݑଵ(௦)൯ = 0 (4)⋯ 
 ݆層: ߣ(௦)ଶ ௝݉ݑ௝(௦) + (௦)ߣ ௝ܿ൫ݑ௝(௦)−ݑ௝ିଵ(௦) ൯ − (௦)ߣ ௝ܿାଵ൫ݑ௝ାଵ(௦) + ௝(௦)൯ݑ− ௝݇൫ݑ௝(௦)−ݑ௝ିଵ(௦) ൯ − ௝݇ାଵ൫ݑ௝ାଵ(௦) ௝(௦)൯ݑ− = 0 (5)⋯ 
 ݊層: ߣ(௦)ଶ݉௡ݑ௡(௦) + ௡ିଵ(௦)ݑ−௡(௦)ݑ௡൫ܿ(௦)ߣ ൯ + ݇௡൫ݑ௡(௦)−ݑ௡ିଵ(௦) ൯ = 0 (6)

݊~݆層の式を足し合わせると下式の通りとなる。 

௟(௦)௡ݑଶ෍݉௟(௦)ߣ
௟ୀ௝ + (௦)ߣ ௝ܿ൫ݑ௝(௦)−ݑ௝ିଵ(௦) ൯ + ௝݇൫ݑ௝(௦)−ݑ௝ିଵ(௦) ൯ = 0 (7)

３．Holzer 法の適用 
(7)式は、固有円振動数ω(௦)での定常振動状態の݆層の層せん断力、

減衰力、および上部慣性力のつり合い式に相当する。また、(7)式

はݑ௝(௦)に関する漸化式とみることができ、ω(௦)、ℎ(௦)を設定し、ݑ௡(௦) 
を 1 などと適宜設定すると、順次ݑ௝ିଵ(௦) が決定される。 

１）モードベクトル成分の算出 

複素固有値問題を実数のみの扱いで計算を行うために、(7)式を

虚数の扱いに留意して実部と虚部を分離して整理する。モードベ

クトルの成分ݑ௝ିଵ(௦) について整理した式を(8)、(9)式に示す。ここで、ܴ݁ሾ∙ሿ、݉ܫሾ∙ሿは、それぞれ複素数の実部と虚部を示す。 

௝ିଵ(௦)ݑൣܴ݁ ൧ = ௝(௦)൧ݑൣܴ݁ + ௝(௦)෍݉௟௡ܣ
௟ୀ௝ ∙ ௟(௦)൧ݑൣܴ݁ − ௝(௦)෍݉௟௡ܤ

௟ୀ௝ ∙ ௟(௦)൧ݑൣ݉ܫ (8)

௝ିଵ(௦)ݑൣ݉ܫ ൧ = ௝(௦)൧ݑൣ݉ܫ + ௝(௦)෍݉௟௡ܤ
௟ୀ௝ ∙ ௟(௦)൧ݑൣܴ݁ + ௝(௦)෍݉௟௡ܣ

௟ୀ௝ ∙ ௟(௦)൧ݑൣ݉ܫ (9)

ここで、ܣ௝(௦)、ܤ௝(௦)は以下の手順で算出する。 ߙ௝(௦) = ௝݇ + (௦)ߦ ௝ܿ (10)ߚ௝(௦) = ௝(௦)ܣ௝ (11)ܿ(௦)ߟ = ቄቀߦ(௦)ଶ − ଶቁ(௦)ߟ ௝(௦)ߙ + ௝(௦)ቅߚ(௦)ߟ(௦)ߦ2 / ቀߙ௝(௦)ଶ + ௝(௦)ଶቁ (12)ߚ

௝(௦)ܤ = ቄ2ߦ(௦)ߟ(௦)ߙ௝(௦) − ቀߦ(௦)ଶ − ଶቁ(௦)ߟ ௝(௦)ቅߚ / ቀߙ௝(௦)ଶ + ௝(௦)ଶቁ (13)ߚ

２）Holzer 法の概要 ݊~1層に関する(8)、(9)式よりݑ௝ିଵ(௦) に対応するݑ଴(௦)の値が算出され

る。ω(௦)、ℎ(௦)が真の値の場合、ݑ଴(௦)は0となるが、その他の場合は0以外の値となり、境界条件を満足しない結果となる。無減衰のと

きに(7)式のω(௦)に任意の値߱を代入し、ݑ଴を算出した例を図 1 に示

す。Holzer 法は、このグラフよりݑ଴ = 0となる߱を直線補間近似に

より求める方法である。 

減衰を考慮する場合、߱とℎの 2 つのパラメータが影響し、また、ݑ଴が複素数となるため、実数成分と虚数成分を考慮するために扱

いが複雑となる。ݑ଴について複素数の絶対値の二乗|ݑ଴|ଶで評価し、ℎが異なる値の場合の߱と|ݑ଴|ଶの関係を図 2 に示す。ℎにより大き

く変動することがわかる。また、ℎが真の値に近い場合、真の߱近
傍で極小値を示す傾向が見受けられる（各数値は 4 節参照）。 

３）Holzer 法の適用（手法 1） 

上記の考察より、複素固有値問題に Holzer 法を適用させた演算
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タイプ１ タイプ２

5 5000 702 50 0
4 5000 1130 50 0
3 5000 1458 50 100
2 5000 1704 100 100
1 5000 1875 100 100

層
重量
(kN)

剛性
(kN/cm)

減衰係数
(kN･sec/cm)

手順を示す。 ܵ0݌݁ݐ  ω(௦)、ℎ(௦)を仮定する。 ܵ(9)、(8) 1݌݁ݐ式より、หݑ଴(௦)หଶ = ଴(௦)൧ଶݑൣܴ݁ + ଴(௦)หଶが極ݑ2で求めたℎ(௦)を固定し、今度はω(௦)近傍でห݌݁ݐܵ 3݌݁ݐܵ 。଴(௦)หଶが極小となるℎ(௦)を求めるݑω(௦)を固定し、ℎ(௦)近傍でห  2݌݁ݐܵ 。଴(௦)൧ଶを算出するݑൣ݉ܫ

小となるω(௦)を求める。 ܵ2,3݌݁ݐܵ  4݌݁ݐで更新されたω(௦)、ℎ(௦)を用いてܵ1,2,3݌݁ݐを繰り返

し、หݑ଴(௦)หଶが十分に小さくなった時点で演算を終了する。 ܵ0݌݁ݐのω(௦)、ℎ(௦)は求める真の値に近いことが望ましい。例と

しては、無減衰時の固有円振動数ω∗(௦)と、対角要素による略算に

より求めた減衰定数ℎ∗(௦)を初期値として設定する方法が考えられ

る。ℎ∗(௦)は、無減衰のω∗(௦)と固有モード成分ݑ௝∗(௦)を用いると、せ

ん断型モデルでは、下式の通りとなる。 

 
ℎ∗(௦) = 12߱∗(௦)෍ ௝ܿ൫ݑ௝∗(௦) − ௝ିଵ∗(௦)൯ଶ௡ݑ

௝ୀଵ /෍ ௝݉ݑ௝∗(௦)ଶ௡
௝ୀଵ  (14)

この初期値の仮定によっても、収束する固有値の次数が目的と

する次数と異なる場合があり、その場合は、初期値を適宜シフト

させながら、算出を繰り返す必要が生じる。ܵ2,3݌݁ݐのหݑ଴(௦)หଶの極

小値の算出では、仮定されたω(௦)やℎ(௦)の近傍のหݑ଴(௦)หଶの値を用い

て、ニュートン法などを適用する。 

４）Holzer 法の適用（手法 2） 

 手法 1 は、หݑ଴(௦)หଶの極小値算出で数値解析上の工夫が求められる。

ここでは、より簡便な方法について提案を行う。 

真の値とは異なる仮定値ω(௦)とℎ(௦)により求められたݑ଴(௦)は非ゼ

ロとなるが、手法 2 では、ݑ଴(௦) = 0とおきモード形を境界条件が満

足されるように置き換える。このモードベクトルよりω(௦)とℎ(௦)を
更新する。ω(௦)とℎ(௦)はݑ௝(௦)を用いて下式より算出する。 

 
߱(௦)ଶ =෍ ௝݇ ቀܴ݁ൣݑ௝(௦) − ௝ିଵ(௦)ݑ ൧ଶ + ௝(௦)ݑൣ݉ܫ − ௝ିଵ(௦)ݑ ൧ଶቁ௡

௝ୀଵ  

/		෍ ௝݉ ቀܴ݁ൣݑ௝(௦)൧ଶ + ௝(௦)൧ଶቁ௡ݑൣ݉ܫ
௝ୀଵ  

(15)

 
ℎ(௦) = ෍ ௝ܿ ቀܴ݁ൣݑ௝(௦) − ௝ିଵ(௦)ݑ ൧ଶ + ௝(௦)ݑൣ݉ܫ − ௝ିଵ(௦)ݑ ൧ଶቁ௡

௝ୀଵ 	  
/	2߱(௦)෍ ௝݉ ቀܴ݁ൣݑ௝(௦)൧ଶ + ௝(௦)൧ଶቁ௡ݑൣ݉ܫ

௝ୀଵ  

 
 
(16)

演算手順を以下に示す。 ܵ0݌݁ݐ  ω(௦)、ℎ(௦)を仮定する。 ܵ(9)、(8)  1݌݁ݐ式より、ݑ௝(௦)を算出する。 ܵݑ 2݌݁ݐ଴(௦) = 0として(15)、(16)式よりω(௦)とℎ(௦)を算出する。 ܵ2݌݁ݐܵ 3݌݁ݐで更新されたω(௦)、ℎ(௦)を用いて、ܵ1݌݁ݐに戻り、以

降ܵ1,2݌݁ݐを繰り返しหݑ଴(௦)หଶが十分に小さくなった時点で演

算を終了する。 ܵ0݌݁ݐでは、手法 1 と同様な対応が必要となる。また、高次モー

ドで固有値が近接するような場合等では、上手く固有値が求めら

れないケースが生じるが、実務の検討では、低次モードまでの考

慮で十分なことが多く、十分に実用に耐えうるものと考える。 

４．複素固有値解析例 
複素固有値解析の例を以下に示す。 

 解析モデルは 5 質点とし、重量、

剛性は表 1 に示す通りで、減衰は

2 タイプを設定した。タイプ 2 は、

減衰が不連続に分布する例として

設定した。収束判定として、หݑ଴(௦)หଶ/∑ หݑ௝(௦)หଶ௡௝ୀଵ < 1.0 × 10ିଵ଴とし

て解析した複素固有値解析の結果を表 2 に示す。結果は、一般固

有値解析の QZ 法による結果と有効数字 5 ケタ程度まで一致する

結果となった。 

図 1 に無減衰時の߱ − u଴関係を、図 2 に減衰タイプ 1、2 の߱ − |u଴|ଶ関係を示す。縦の二点鎖線は固有円振動数の位置を示す。

減衰タイプ１の場合は、手法 2 においても各モードの算出は可能

であったが、減衰タイプ 2 の場合は、手法 2 では、4 次モードの

算出が困難であり、手法 1 により、仮定するω(௦)を適宜シフトし

ながら算出した。手法 2 で困難だった理由としては、図 2 に示さ

れるように減衰タイプ 2 の 3 次モードと 4 次モードの周期が近接

しているためと考えられる。非比例減衰ではこのような高次モー

ドで周期が近接する現象がしばしば見られ、また(14)式のような略

算の減衰定数と大きく異なる結果も生じ、留意が必要である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                
 
 
 

５．まとめ 

Holzer 法を用いた実数値計算による複素固有値解析法について、2
つの手法を紹介し、演算例を示した。 

表 1．解析モデル 

表 2．複素固有値解析結果解析 

図 1．߱ − u଴関係（無減衰） 

図 2．߱ − |u଴|ଶ関係（上段：減衰タイプ 1、下段：減衰タイプ 2） 

固有周期
Tｊ（ｓ）

固有
円振動数
ωｊ(1/s)

略算

減衰定数

固有周期
Tｊ（ｓ）

固有
円振動数
ωｊ(1/s)

減衰定数
略算

減衰定数

固有周期
Tｊ（ｓ）

固有
円振動数
ωｊ(1/s)

減衰定数

1 0.985 6.4 0.096 0.984 6.4 0.096 0.087 0.979 6.4 0.087
2 0.391 16.1 0.289 0.387 16.2 0.287 0.087 0.387 16.2 0.078
3 0.249 25.2 0.406 0.248 25.4 0.410 0.223 0.220 28.6 0.066
4 0.186 33.8 0.486 0.184 34.1 0.467 0.305 0.211 29.7 0.460
5 0.148 42.4 0.634 0.152 41.3 0.658 0.734 0.150 41.9 0.754

減衰タイプ2減衰タイプ1

mode

無減衰
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